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MATRICE D’ADJACENCE ET MATRICE SANS RETOUR




MATRICE D’ADJACENCE

Prenons un graphe fini, simple et non-orienté G = (V| E).

Matrice d’adjacence : symétrique, indexée par les sommets, pour
u,v €V,
Aup = 1{u,v} € E).



VALEUR PROPRE DE PERRON

Si |V| = n, les valeurs propres réelles de A sont

= e > > i

D’aprés le Théoréme de Perron-Frobenius : si G est connexe,

pi > g2t g 2 —fin.

De plus, 1 = —py est équivalent & G biparti.



(GRAPHES REGULIERS

Supposons que deg(v) = d pour tout v € V. Alors

1 =d.
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Théoréme (Alon-Boppana (1991))

po = 2vVd —1 — cd

logn



(GRAPHES REGULIERS

Supposons que deg(v) = d pour tout v € V. Alors

1 =d.

Théoréme (Alon-Boppana (1991))

po = 2vVd —1 — .

logn

Un graphe d-régulier est Ramanujan si

il <2vVd—1  ou || =d.



TROU SPECTRAL ET EXPANSION

Inégalité de Chung : si p = max{|u;| : |ui| # d},

diam(G) < log(n — 1)

< ———+2.
logd — log 1 +



TROU SPECTRAL ET EXPANSION

Inégalité de Chung : si p = max{|u;| : |ui| # d},

diam(G) < log(n — 1)

< ———+2.
logd — log 1 +

Inégalité de Cheeger :si 0X ={y ¢ X : {z,y} € E} est la

frontiére extérieure de X C V, la constante d’isopérimetrie

. |0X|
h(G) = min min (| X[, [V\X])’

vérifie




CONJECTURE D’ALON (1986)

Théoréme (Friedman (2008))
Soit d > 3 un entier. Soit G,, un graphe d-régulier uniformément
distribué avec n sommets, alors avec grande probabilité,

p2 =2vVd—14o(l) = —pu.

La plupart des graphes sont presque Ramanujan!!



(GRAPHES NON-REGULIERS

Il n’est pas évident d’étendre ses concepts & des graphes
non-réguliers. Lubotzky (1995), Hoory (2005).

Les vecteurs propres des valeurs propres extrémales ont
tendance & se localiser sur les sommets de grand degré.

ul

Spectre d’'un graphe d’Erdés-Rényi avec n = 500 sommets et
probabilité d’une aréte o = 4/n.



MATRICE SANS RETOUR D’HASHIMOTO

Ensemble des arétes orientées :

E = {(u,v) : {u,v} € B},
done, |E| = 2|E|.
Sie=wuv, f =2y sont dans E,

Bep =1(v =2)1(u # y),

définit une matrice |E| x |E| sur les arétes orientées.



PERRON EIGENVALUE

Valeurs propres, m = 2|F|,

AL =N = = Al

Un chemin sans retour (immeédiat) (vy...vy) est un chemin tel
que Vi—1 # Vit1.

Bgf = nb de chemins sans retour de e a f de longueur ¢+ 1.



PERRON EIGENVALUE

Valeurs propres, m = 2|F|,

AL =N = = Al

Un chemin sans retour (immeédiat) (vy...vy) est un chemin tel
que Vi—1 # Vit1.

Bgf = nb de chemins sans retour de e a f de longueur ¢+ 1.

Si G est connexe et |E| > |V| alors B est irréductible et

A, = lim ||B%,|*
1 ZE&H Il

= taux de croissance du revétement univ. de G.



IDENTITE D'IHARA-BASS

Si @ la matrice diagonale avec @y, = deg(v) — 1,

det(z— B) = (22— 1)FVldet(2?2 — 42 + Q).



IDENTITE D'IHARA-BASS

Si @ la matrice diagonale avec @y, = deg(v) — 1,

det(z— B) = (22— 1)FVldet(2?2 — 42 + Q).

Si G est d-régulier, alors Q = (d — 1)I et

U(B):{:l:l}U{A:)\2—)\M+(d—1)20tqu€a(A)}.

Kotani & Sunada (2000), Angel, Friedman € Hoory (2007), Terras
(2011), ...



MATRICE SANS RETOUR D’UN GRAPHE REGULIER

Pour un graphe d-régulier, A\ =d — 1,
% Alon-Boppana : maxy; Re(Ap) = VA1 — o(1).
*» Ramanujan (non biparti) : [A2| = VA1

* Friedman : [A2] < /A1 4+ 0o(1) si G uniforme aléatoire.




FONCTION ZETA D'IHARA (1966)

Si Ny est le nombre de chemins fermés sans retour de longueur £
dans G et |z| petit,

Ca(z) = exp ( ]\;z£> = 11 (1 — z‘p|>_1 .

P : chemin premier



FONCTION ZETA D'IHARA (1966)

Si Ny est le nombre de chemins fermés sans retour de longueur £
dans G et |z| petit,

Ca(z) = exp ( ]\;z£> = 11 (1 — z‘p|>_1 .

P : chemin premier

Formule d’Thara-Bass :

CGl(Z) — det(I — Bz) = (1 — ) E-IVI det (I — Az + Q22),



MATRICE SANS RETOUR D’UN GRAPHE ARBITRAIRE

Stark € Terras : dans un graphe général la condition |[Ao| < VA1
est un des analogues possibles de la propriété de Ramanujan.
MALIS, a cause de la non-normalité de B,

* Pas de borne inférieure de type Alon-Boppana.

* Pas d’inégalité d’isopérimétrie de type Cheeger.

* Pas d’inégalité de diametre de type Chung.

Seulement des versions faibles de ces bornes sont disponibles en
terme des valeurs singuliéres de B*.



DETECTION DE COMMUNAUTES

Rédemplion Spectrale : les valeurs propres / vecteurs propres tq
[Aik| > VA1 devraient contenir des informations sur des
propriétés globales du graphe.

Karate q=2
Overlap: 1

Adjnoun q=2

Pol =
Overlap: 0.6250 olbooks =3

Overlap: 0.7571

Krzakala/Moore/Mossel/Neeman/Sly/Zdeborovd/Zhang (2013)



SPECTRE SANS RETOUR DE GRAPHES ALEATOIRES




SIMULATION POUR ERDOS-RENYI

Valeurs propres de B pour un graphe d’Erdés-Rényi G(n, «/n)
o n =500 et a = 4.




GRAPHE D’ERDOS-RENYI

)\1>|A2’>

Théoréme

Soit o« > 1 et G de loi G(n,a/n). Avec grande probabilité,

A1 a+o(1)
o] < vato(l).

+ description du vecteur propre de Perron.



MODELE STOCHASTIQUE PAR BLOC

On assigne une étiquette o, (v) dans {1,--- ,r} au sommet v.



MODELE STOCHASTIQUE PAR BLOC

On assigne une étiquette o, (v) dans {1,--- ,r} au sommet v.

On suppose que

1 n

= Z 1(o =7(i) +O(n™7),
=1

3

pour une mesure de probabilité .



MODELE STOCHASTIQUE PAR BLOC

On assigne une étiquette o, (v) dans {1,--- ,r} au sommet v.

On suppose que

3

1% 10 — 7(i) + O(n™),
=1

pour une mesure de probabilité .

Sio(u) =1,0(v) = j, aréte {u,v} est présente
indépendamment avec probabilité

n

A1,

ou W est une matrice symétrique.



MODELE STOCHASTIQUE PAR BLOC

Si o(v) = 7, le nombre moyen de voisins avec étiquette i est

W(i)WZ‘j + O(l/n)

Matrice moyenne de reproduction

M = diag(m)W.



MODELE STOCHASTIQUE PAR BLOC

Si o(v) = 7, le nombre moyen de voisins avec étiquette i est

F(i)WZ‘j +O(1/n).

Matrice moyenne de reproduction

M = diag(m)W.
On suppose que le degré moyen est homogene, pour 1 < j < r,
T
Z Mij =a > 1.
i=1

On suppose que M est irréductible avec valeurs propres

= p > [po = 2 pl



MODELE STOCHASTIQUE PAR BLOC

Modéle utilisé en détection de communautés. En particulier

pour r = 2,
11
T=|=,=
2°2

et, avec a > b,

On trouve

K1

Decelle, Krzakala, Moore, Mossel, Neeman, Sly, Zdeborovad, Zhang,
Guédon, Vershynin, ...



MODELE STOCHASTIQUE PAR BLOC

n=>500, a=7 b=1, pur =4, p=3.




MODELE STOCHASTIQUE PAR BLOC

Soit 1 < rg < 7 tel que

a=pn > |pg| = = [pre| > Vg = lprgia = - = |-

Théoréme
Pour o > 1, avec grande probabilité, a une renumérotation prés
des valeurs propres de B,

A = L+ (1) sil<k<nrg
IAe] < f+0(1) si k> 1.



MODELE STOCHASTIQUE PAR BLOC

Soit 1 < rg < 7 tel que

a:M1>|M2’>"'>‘Mm|>\/ﬁ1>’/‘ro+1|>"'>|ﬂ7'|'

Théoréme
Pour o > 1, avec grande probabilité, a une renumérotation prés
des valeurs propres de B,

Ae = pr+o(l) sil<k<rg
M| < Va+o(l)  sik> .

+ une description des vecteurs propres de A\, 1 < k < rg, si les
Wy, sont distincts.



IDEES DE PREUVE




VALEUR PROPRE DE PERRON

Regardons le cas du graphe d’Erdds-Rényi G(n, a/n).

On zoome : on regarde la matrice B’ oil pour un certain
0 < kK < 1/2 bien choisi,

{ ~ klog, n.

On étudie la, décomposition en valeur singuliere de BY.



PERRON EIGENVALUE

Supposons que l'on trouve des vecteurs (, ¢ et s > 0 tq
B’ = s(y* +C,
ou [[Cl = o(s/l) et (¢,1h) = K > 0.
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PERRON EIGENVALUE

Supposons que l'on trouve des vecteurs (, ¢ et s > 0 tq
B’ = s(y* +C,
ou [[Cl = o(s/l) et (¢,1h) = K > 0.

Alors, d’aprés le théoréme de Bauer-Fike,

1/¢

/
\)\1—31/@]—0<8£> et ol =0(JC|").

Pour un v bien choisi on va prendre,
s¢ = B%.
Du coup

Béa: 2
o= sup 12l
x:{(x,)=0 HxH2




GEOMETRIE LOCALE DES GRAPHES ALEATOIRES

Sil < klog,n etk <1/2:legraphe induit par les sommets a
distance £ d’un sommet typique est proche en variation totale
d’un arbre de Galton-Watson avec loi Poi(«).

Dessin de Justin Salez



VECTEUR DE PERRON

Siee E et 1(f)=1pourtoutf€ﬁ,

(O, Bz1> = nb de chemins sans retour de longueur £+ 1 depuis e *

est proche de la population Z, & génération ¢ d’un arbre de
Galton-Watson avec loi Poi(a).



VECTEUR DE PERRON

Thm de Seneta-Heyde : conditionné & non-extinction, p.s.
Z,
ﬁ%MG&@.

Donc, conditioné & non-extinction, p.s.
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Thm de Seneta-Heyde : conditionné & non-extinction, p.s.
Z,
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Donc, conditioné & non-extinction, p.s.

Le vecteur
B4

7T 1BaAl

L

devrait étre presque un vecteur propre de Bf associé a «



VECTEUR DE PERRON

Thm de Seneta-Heyde : conditionné & non-extinction, p.s.
Z,
é%MG&@.

Donc, conditioné & non-extinction, p.s.

Le vecteur
B4
R

devrait étre presque un vecteur propre de Bf associé a of.

Mais nous ne savons pas borner intelligemment ||Bz|s pour
x € ph.



STRATEGIE DE LA PREUVE

On pose i(e) = xz(e™ 1),
Bé@ BZB*E]_

= = t = BZV .
1B, ~ By, o 0T 1Bl

¢

B = Bl¢p* 4+ C =s¢p* + C.

L’énoncé A\; = o+ o(1) et |Ao| < /o + o(1) est impliqué par



STRATEGIE DE LA PREUVE

On pose i(e) = xz(e™ 1),

¢ Bty B‘B*1
= — (&
Bl |B*B*1])

t s =Bl
B = Bl¢p* 4+ C =s¢p* + C.

L’énoncé A\; = o+ o(1) et |Ao| < /o + o(1) est impliqué par

Proposition (Quasi vecteur propre)

Avec grande probabilité,

(¢, @) >co et coad < s < eral.
Proposition (Petite norme dans le complément)

Avec grande probabilité,

sup [|B'z|l2 < (log n)“a’’? 2.
z:(w,p)=0



QUASI VECTEUR PROPRE

Proposition (Quasi vecteur propre)

Avec grande probabilité,

(¢, ) >co et CoaZ < s < cab.

Cela exige de montrer la convergence d’expressions du genre
a—2£<5e’ BZKB*Z]_)

vers une variable aléatoire limite.



PETITE NORME DANS LE COMPLEMENT

Proposition (Petite norme dans le complément)

Avec grande probabilité,

sup [|B'z||2 < (logn)“a’’? 2.
z:(2,p)=0



PETITE NORME DANS LE COMPLEMENT

Proposition (Petite norme dans le complément)

Avec grande probabilité,

sup [|B'z||2 < (logn)“a’’? 2.
z:(2,p)=0

Grosse difficulté : le graphe contient une clique de taille m avec
proba au moins n_mZ/Z,

E(Bz)ee > (m o 1)Enfm2/2 _ e(nlog(mfl)fmz/Q) logn.

Des événements avec proba inverse polynomiale peuvent
dominer des espérances.



PETITE NORME DANS LE COMPLEMENT

Avec grande proba, le graphe est sans /-noeud : aucun sommet a
deux cycles distincts dans son ¢-voisinage.



PETITE NORME DANS LE COMPLEMENT

Avec grande proba, le graphe est sans /-noeud : aucun sommet a
deux cycles distincts dans son ¢-voisinage.

On peut remplacer B’ par

(B(z))ef = chemins sans retour sans noeud ~y de longueur £ +1de e a f
0
= Z H Ave s
v s=0

ol la somme est sur les chemins sans retour sans noeud de e &
f dans le graphe complet.



PETITE NORME DANS LE COMPLEMENT

On considére la matrice recentrée
() - o
J4
Bej = Z H (A%,Ml - g>’
v s=0

oll la somme est sur les chemins sans retour sans noeud de e &
f dans le graphe complet.



PETITE NORME DANS LE COMPLEMENT

On utilise

{ k-1

Hxs—HyvaZHys Tk — Yk Hﬂfs'

k=1 s=1 k+1



PETITE NORME DANS LE COMPLEMENT

On utilise
¢ k-1
H Hys_’_ZHysxk_yk Hﬂfs-
s=1 k=1 s=1 k+1
On obtient la décomposition,
|Balls < 0] + = ZHA“ Do [((B) T @)+ -

que 'on doit estimer pour (¢, z) = ((B*)‘1,z) = 0.

Massoulié (2013)



PETITE NORME DANS LE COMPLEMENT

/-1
« o Pt
1Bl < A0+ 5 3 IACD | (B )] + -
t=1

Par couplage avec 'arbre de Galton-Watson
(B*)1,0.) = o~ 1{(B)'1,40),

max  |((B*)'1,z)| < (logn)“v/na'?|z|s.
(B*)1.2)=0



PETITE NORME DANS LE COMPLEMENT

|Ball> < A0 + 2 ZIIA“ RLE ( N L) 4

Par couplage avec 'arbre de Galton-Watson
(B*)1,0.) = o~ 1{(B)'1,40),

max  |((B*)'1,z)| < (logn)“v/na'?|z|s.
(B*)1.2)=0

Par la méthode des moments avec m ~ logn/loglogn,

1A0] < (Tr(A(@A(z)*)m)zin < (logn)a’l?

1A®1])5 < (logn)y/mal’>.



(QUASI VECTEUR PROPRE POUR LE MSB

Pour le modeéle stochastique par bloc, si ¢y est le vecteur propre
& gauche M avec valeur propre i, on pose

Xk(e) = dr(o(e2)).
Si |pk| > /1y, le quasi vecteur propre (. est défini comme

BéXk BZB*E -

0.
V= m—7, Sk= B¢, (= "
1B 155 BB



(QUASI VECTEUR PROPRE POUR LE MSB

Pour le modeéle stochastique par bloc, si ¢y est le vecteur propre
& gauche M avec valeur propre i, on pose

Xk(e) = dr(o(e2)).
Si |pk| > /1y, le quasi vecteur propre (. est défini comme

BéXk BZB*Z -

0.
V= m—7, Sk= B¢, (= "
1B 155 BB

La géomeétrie locale est maintenant un arbre de Galton-Watson
multi-type, la condition |ux| > VI, est la condition de
Kesten-Stigum.

Apreés calculs, par exemple, pour 1 < k # j < 7o,

|<Cja QDJH €o, <Cj7 ¢k> = 0(1) et <<]> Ck> = 0(1)



THEOREME DE KESTEN-STIGUM (1966)

On considére un arbre de Galton-Watson multi-type de matrice
moyenne de reproduction M (+ second moment fini).

Soit Z, € N" le vecteur de population & génération £,

Si |uk| > \/p1, alors, il existe un v.a. centrée Wy tq, p.s. et dans
L2

Z,
% — (2o, ) = Wi
g,
Si |ux| < \/pi1, alors, dans L2,
Zy,
7< €£/€k> — Wk.

Hq
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COMMENTAIRES DE FIN

* Pas de borne inf sur [A\s| mais des bornes inf optimales pour
la seconde plus grande valeur singuliére de BY.

* Limite de la mesure empirique des valeurs propres?

* Sans 'hypothése de degré moyen homogéne ?
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* Donne aussi une nouvelle preuve du théoréme de Friedman et
des nouveaux résultats sur les relévements aléatoires.
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COMMENTAIRES DE FIN

Donne aussi une nouvelle preuve du théoréme de Friedman et
des nouveaux résultats sur les relévements aléatoires.

Fluctuations de Ay 7

Plus de connexions entre la géométrie du graphe et le spectre
de la matrice sans retour ?

Etude d’autres opérateurs non-symétriques : marche aléatoire
sur des graphes aléatoires orientés 7



MERCI DE VOTRE ATTENTION !




